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Integral doniiglimler, &zel integrallerin hesaplanmasinda, diferensiyel
denklemlerin ¢Bziimlerinde, sinir deZer problemlerinin daha basit kosullara in-
dirgenmesinde, bir ¢ok fizik ve mihendislik problemlerinin ¢dzimlinde Snemli rol
ocynarlar.

Bir integral d8niigiim olan Fourier déniisiimleri de bu alanlarda uygulama
sahasina sahip olup difer integral dinilgiimlere mazaran daha penel bir vapiya
sahip oldufundan incelememizi Fourier déniisiimleri tizerine kurduk.

Bu ¢aligma, Fourier doniigiimlerinin ayrintili bir gekilde incelenmesi ni-
telifinde olup bu konuda takip edilen ydntemler ve Fourier integral teoreminin
ispat teknikleri igin I.N.Sneddon'un Fourier transforms adli kitabindan yarar-
landik [6].

Caligmamizin Birinci Bolimiinde ilgili temel kavramlar ve Fourier ddniigiimle~
rinin esasinl tegkil eden Fourier serileri kisaca tamitilarak ilgili teoremler
ispatlariyla birlikte verildi. Ikinci B8limde ise, ¢aligmamizin esasini olugtu-—
ran Fourier dbniislimleri ayrintili olarak ele alindi. Bu amag¢la, Bncelikle integ-
ral dbniigimler tamitilarak Fourier gekirdekleri agiklandi, teoremleri ve Brnekle~
ri verildi. Daha sonra, Fourier integral teoreminin ispatini verebilmek igin
Dirichlet integralleri tamitilip, Fourier integral teoreminin ispati igin gerekli
olan teoremler ispatlariyla birlikte verilerek Fourier integral teoreminin is-
patinda kullanildi, YVine bu bolimde, Fourier integral teoremi esas alinarak
Fourier doniiglim g¢iftleri elde edildi ve ilgili teoremleriyle birlikte Srnekler
verildi. Bir fonksiyonun tiirevlerinin Fourier déniiglimleri arasinda iligki ince-
lenerek mevcut formiiller elde edildi, Ayrica, Laplace ve Mellin doniiglimleri k-
saca tamitilarak ters formilleri elde edildi ve Fourier doniiglimleri ile karsi-
lagtirildy. Uglineli B&liim, Fourier doniiglimlerine iligkin uygulamalara ayrilmig
olup elementer diizeyde Srneklerden baglanarak Szel caligmalara kadar Fourier do-

niiglimlerinin kullanimina yer verildi.
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1. BOLUM

FOURIER SERILERI
1.1.GIRIS

Fourier d8niligiimlerinin kurucusu bu dbniligliimlere ismini de veren iinlii Fransiz
matematikeisi Jean Baptiste Joseph Fourier (1768-~1830) dir. Bu konudaki eseri
1822 yilainda yayinladigi ve “Isinin Analitik Kuram:™ adini verdiZi Fourier anali-
zidir {10]. Giinlimizde de gecerlilifini koruyan bu konu tizerinde pek cok matematik-
cinin ¢aligmast vardir. Bunlardan en Bnemlileri Parseval ve Gibbs olup daha bir-
gok matematik¢i bu konu lizerine galigmis ve galigmaktadir.

Fourier'nin bu ¢aligmasinda gelistirdigi ySntem Fourier Serileri ve Fourier
donligimteri (integralleri) dir. Fourier Analizinde sonlu b&lgeler ic¢in uygun olan
yontem Fourier Serileridir., Gergel eksenin tamaminda tanimli olan fonksiyonlarin
incelenmesinde Fourier Serileri yetersiz kalmaktadir. Iste, bu tiir durumlarda ya-
ni sinirsiz bir bdlgede Fourier inteprallerinin kullanilmasi gerekir [4}.

Fourier integrallerinin genel bir yapiya sahip olmasi nedeniyle galigmami-

z1 bu konu lizerine yodnelttik.

1.2.TEMEL KAVRAMLAR
Periyodik Fonksiyonlar: Bir f{x) fonksivonu verildi&inde T pozitif bir

sabit olmak {izere her x deferi icin,
f(x+T)y=f (x)

oluyorsa, £{x) fonksiyonu T periyoduna sahiptir demir. 7T>0Q olmak iizere
£{x+T)y=f(x)

egitlizini saglayan en kiiglik T deferine f(x) fonksiyonunun periyodu adi verilir,

Ornegin,

sinx =sin(x+27) =gin(x+4m) =, ..



olarak yazilabildiginden f(x) =sinx fonksiyonu neI olmak iizere 2nT periyodlarina
sahiptir ve bu periyodlarin en kiiglifii olan 2w, £(x) =sinx fonksiyonunun peryodu-—
dur.

Pargali Stireklilik: Bir f(x) fonksiyonu ve a<x<b arali$i verilmig olsun.
agxsb araligl sonlu sayida alt araliklara ayrilabilirse ve bu parcalr araliklarin
her birinde f(x) fonksiyonu siirekli, sagdan ve soldan sonlu limite sahipse f(x)
fonksiyonu bu agx<b aralijinda parcali siireklidir denir, Bdyle bir fonksiyonun
ancak sonlu sayida siireksizligi vardir., Pargali silirekli fonksiyona Srnek olarak

agagidaki grafik ¢izilmigtir.

£(x) 4 ¢ ; : : :
: : A S
a x) \\; xz\f’ Xy b

1.8ekil: Parcali siirekli fonksiyon grafizi

Bu fonksiyon X 5%, Ve X noktalarinda stireksizdir,€>0 keyfi bir sayi ol~

3

mak {izere X, noktasindaki sa¥ ve sol limitler sirasiyla,

tim fx,+€) =f(x,+0) =f(x,+)

Lim £ix, 2 2
e

lim f(x.-€) =f{x ~0) =f(x.~)

S 2 2

ile gdsterilir.

1.3. TRIGONOMETRIK VE USTEL FOURIER SERILERI

f(x), asafrdaki kogullari gercekleyen bir fonksiyon olsun.

1. £(x) fonksiyonu e<x<c*2L araliginda tanimli ve tek defferlidir.

2. f(x) ve £'(x) fonksiyonlary c<z<e+2L araliginda parcali stireklidir.

3. f(x) =f(x+2L) bigimindedir. Yani, f(x) fonksiyonunun periyodu 2L sayi-

sidir,



Buna gbre, f£(x) fonksiyonunun siirekli oldu#u her noktada,

=1 el nix
a =7 i f{x)cos i dx
ve (1.1)
1 .e42L ._ nmx
bn- T i f(x}sin ~z-dx
olmak {izere,
a py nrx nix-
£{x) = __éq +n£1{ancos 5 +bnsin -w-I:-} (1.2)

yazilabilir, Bu seriye, f(x) fonksiyonunun Trigonometrik Fourier serisi adi ve-

rilir. Eger,

_ inmy
c = £ S L fix)e L dx (1.12)
n 2L
-L
olarak alinirsa
inTx
_ 3% L
f(x)-—hg:mm Cne (1.2a)

yazilabilir. Bu seriye ise f£(x) fonksiyonunun listel Fourier serisi adi verilir.
f(x) fonksivonunun silirekli olmadi®i her noktada ise (1.2) wve (1.2a) egitlikle~

rinin sol vaninda
1
7 {E(x+0)+f(x~0) ]

terimi, yani siireksizlik noktasindaki ortalama deger bulunacaktir. Baglangigta
verilen kogullara Ririchlet kogullari adi verilir. Bu kosullar Fourier serile-
rinin yakinsak olmasi igin yeterli kogullardir (gerekli degil)[B].

Yari Bblgeli Fourier Sinlis ve Kosintis Serileri: Bir yari bdlgeli Fourier
sinlis ya da kosinlis serisi sirasiyla sadece siniislii ve kosiniislii terimler ice-
rir. Verilen fonksiyonun yar: bslgeli bir serisi istenildizinde fonksiyon genel
olarak (O,L) aralipinda tanimlanmigtir ve bu (-L,L) aralifinin yarisidir. Zaten
yari bblge adida buradan gelmektedir ve fonksiyon tek veya ¢ift olarak belirlen~

migtir. Dolayisiyla, aralipin Steki yarisinda da fonksiyon tanimlanabilir.Boyle



bir halde, yari b8lgeli Fourier siniis serisi igin,

=
."'_‘l
r“im

é f(x)sin Eu—-dx (1.3)

ve yari b8lgeli kosiniis serisi icin de,

=
#
o
"
)
r*;w

f f{x)cos —if'dx (1.4)
0

yazilir. Genellikle (1.3) ile verilen bn katsayisi, £(x) fonksiyonunun sonlu
Fourier siniis dinilistimi adini alir ve fs(n) ile gbsterilir. Buna gdre, f(x) fonk~
siyonu fs(n) i¢in sonlu ters Fourier sinilis donliglimidir ve

£(x) = I, f_(n)sin 2 (1.5)

bigimindedir. Benzer olarak, (1.4) ile verilen a katsayisr f£{x) fonksiyonunua
sonlu Fourier kosinilis doniiglimi olup fc(n) ile gBsterilir ve f(x) fonksiyonu
fc(n) icin sonlu ters Fourier kosinils doniisiimiidiir. Bu halde, f(x) fonksiyonu

- 1 ® nfwx
£{x) = f-fc(0}+n£1 fc(n)cos = (1.6)

bigiminde yazilair.

I1.TEOREM: f(x) fonksiyonu, -m&x<m aralizinda f£{-7) =f(7} kogulunu safla~-
yan siivrekli bir fonksiyon ve £'(x) tiirevi ayni aralikta pargali siirekli olsun.

Bu taktirde.

1
z: (a+b Y2 (1.7)

serisi yakinsaktir. Burada a ve bn

a = % ST f{x)cosnxdx

a -7
ve
1
b == J" f(x)sinnxdx
n Tr'-“IT

bigiminde olan Fourier katsayilaridir.



IspaT: f£'(x) fonksiyonu parcali siirekli oldujundan Fourier katsayilari var-

dir ve
1 .m
o ==/ f{x)cosnxdx
noml
ve (1.8)
B = 1 moe (x)sinnxdx
hn W

-1

big¢imindedirler. Ote yandan, f£(x) fonksiyonu siirekli ve f(-w)= £(7) oldupundan,

om%;:r:: £7 (x)dx = %{f(w)*f(-~ﬂ)} =0 (1.9)

olur. m=1,2,3,... igin parcalr integral alma yintemi ile

an==%~fﬂ f(x) s innxdx+ %{f{x)cosnﬂTr }
~T -7

i

nb + P—‘-’-f}-‘ll‘l {£(m)~£(-m}

= nb (1.10)
n

ve

B=-~2 /" f(x)cosnxdx+ -]:-Jff(:ﬁt)sinruﬁclrrr }
n T 0
-1 bt 14
= --nan (1"11)

elde edilir. (1.7) serisinin pargali toplamini Sm ile gdsterelim. (1.10) wve

(1.11) egitliklerinden,

1

i
Sﬁ= Z (a +h )2 2

ads

1 2
RN

?

yazilir. Sm20 oldugu agiktir. Ote yandan,
O N
( A B ) < (ﬂ;ian)(ngi Bn)
bigimindeki Cauchy egitsizligi kullanilarak,
m . H

s<ir L x (a2+82)}%“ 1.12)
m =L nZ =l'n n (1.

yazilir.



< 1

néi 2
n
serisi yakinsak oldufundan sagtaraftaki birinci toplam tiim m degerleri igin si~

nirlidir. (~7,T) aralifindaki

{ —l—-a—L coskx, —l-sinnx} , (k,n=1,2,...) (1.13)

V2T /T %

ortanormal kiimesine gBre pargali siirekli f£' fonksiyonu icin,

02+cz+...+cz < fb {f(x)}zdx
1 2 m a

bigimindeki Bessel egitsizlipinden, her m deferi igin

T N R
B (0 4B ) < = {“ {£'(x)} dx

elde edilir. Burada, ¢n(x), (1.13) kiimesinin bir eleman1 olup
e = /P £ (x)dx
n o, n

ile tamimlidir. Bdylece, (1.12) esitsizlifinin sap tarafi her m deBeri icin si-
nirlidir, Dolayisiyla Sm swmirlidir, Biylece Sm’ istten sinirly ve artan bir

dizi oldufundan yakinsaktir. Buna bagli olarak (1.7) seriside yakinsaktir [1].

1.SORUC: a ve brl Fourier katsayilari olmak {izere
serigi yakinsak ise,

serileri de yakinsaktir.

Ispar:
2 2.k
néi (an+bn)2

serisi yakinsak oldupundan kargilagtirma kural:i gerefince, ondan terim terime ki~

¢lik olan,



oo o«
o el ove Zy fb
serileri de yakinsaktirlar [1].

2.TEOREM: 1.Teoremin kogullari altinda,

o]

Loas L. {a_cosnx+b_sinnx} (1.2)
2 ol "Tn n

bicimindeki Fourier serisinin -m<x<w araliinda f£(x) fonksiyonuna yakinsamasz:,

bu araliktaki x deferleri igin mutlak ve diizgilndiir.

ISPAT: Verilen kogullar altinda (1.2) serisinin f£(x) fonksiyonuna noktasal

olarak yakinsadifini biliyoruz. Ote yandan,
la_cosnx+b_sinnx] < |a_|+|b_|
n n n n

yazilabilir. 1. sonuca gdre, genel terimi Ian[ ve |bn| olan seriler yakinsaktir-
lar, Kargilagtirma ve Weierstrass-M testlerini uygulanmasi ile (1.2) Fourier se-
risinin f(x) fonksiyonuna yakinsamasinin mutlak ve diizgiin oldulu gdriiliir. Yakin-
samanin mutlak ve diizgiin oldufunun daha kolay anlagilabilmesi igin (1.2) serisi-~
ni sinils ve kosiniis terimlerini igeren serilere ayirip bu testler her iki seri-

yvede ayri ayr: uygulanir. Bdylece (1.2) serisi,

1., @ @
f(X)"'i a nﬁi a_cosnxs nél bn51nnx

big¢iminde mutlak ve diizglin yakinsak serilerin toplam: olarak yazilabilir [1}.

3.TEOREH: f(x} fonksiyonunun Fourier katsayilari a ve bn olmak {izere,

£(x) fonksiyonu Dirichlet kogullarini gergekliyorsa

2
1L 2. % = 2 2
T E@de=—+ I (a+b) (1.14)

=L

egitlifgi vardir ve bu egitlige Parseval dzdegligi denir.

Ispar:
a

ix)= —§-+ {a cos nix +bnsin Eﬁﬁ}

1 L L

1D48



egitliZinin her iki tarafini f£(x) fonksiyonu ile garpip (-L,L) aralifinda terim

terime integralini alalim. Bbylece

a

P s Pax= -2 /7 reoax
-1, -1
«© 1 nmwx L . nTx
+ nnx nmx
nil{an —{L f{x)cos T dx-!-bn {L f{x}sin 5 dx}
2

a @
= & 1+ 2,12
2 L rrg:’l(an+bn)
elde edilir, Egitligin her iki yam: % terimi ile carptlarak,

*+ a _+b

B

)

o
N'Io b

T8
=1 )

%fL {f(x)}zd}:“—- 1(

L

bi¢imindeki parseval Szdegligi bulunur [1].



2. BOLUM
FOURIER DENUSUMLERT
2.1.INTEGRAL DUNUSUMLER
Uzun bir siire, Fizik ve elektrik muhendisiigindeki problemlerin ¢8ziimi igin
QOliver Heaviside tarafindan geligtirilen hesap operatdrlerinin, Laplace dBniiglimii~
niin sistematik kullanimina dzdes olarak egit oldugu  dligiintilmiigtiir. Ornegin,
£(x) fonksiyonu bir diferensiyel denklemle tanimlanan bir fonksiyon ve belli si-

PX jle carpilip [O,m) araliginda

nir kogullarimi safliyorsa, f£({x) fomksiyonu e
integrali alinarak,

o(p) = é“’ £(x)e Prax (2.1)

biciminde yazilir. BSylece £(x) fonksiyonu ig¢in sinir defer problemi belli ko~
gullarda daha basit gekle dbniigtiiriiliir. Bu sekilde tanimlanan ¢(p) fonksiyonu
p deffigkeninin bir fonksiyonu olup f{x) fonksiyonunun Laplace diniisiimii olarak
bilinir.

Bu diiglince belli bir ytntemle genigletilebilir. K(o,x), & ve x defigkenle-
rinin bilinen bir fonksiyonu ve

Ip(a) = " £(x)K(ax,x)dx (2.2)
0

integrali yakinsak ise, (2.2) egitlifi o degiskeninin bir fonksiyonunu tanimlar.
Bu fonksiyon K(t,x) gekirdefi vasitasiyla elde edilir ve f(x) fonksiyonunun in-
tegral doniigiimi olarak adlandirilir. Bu tiir gekirdekler icin en basit drnek

Ko, x) =e-{1x

olup bizi (2.1) egitligi ile verilen Laplace dniiglimiine gdtiiriivr. Yaygin olarak

kullanilan difer bir cekirdek ise
}.{(oa,,:-:)“w"-}f:sm1

olup bizi
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7o) ~ f7 e tax (2.3)
0

donliglimiine gStiirtir. Bu tip integral donilislimler sistematik olarak ilk kez Mellin

tarafindan aragtirilmis ve bu nedenle (2.3) egitligi ile tanimlanan F(u) fonksi~
yonu, £(x) fonksiyonunun Mellin ddniiglimi olarak adlandirilmigtir., Difer 8zel db-
niiglimler ise X(a,x) gekirdefi siniis, kosinilis y2 da Bessel diferensiyel denklemi-

nin bir ¢Sziimii oldupunda ortaya gikarlar. Biz bu tiir ddniisiimleri taniyacak ve on~

larin bazi 8zellikleri {izerinde duracagiz.

(2.2) tanimindan agikca gdriilecegi lizere, effer £{x) ve g(x) fonksiyonla~
r1 K(a,x) gekirde%i vasitasiyla tanimlanan integral dontiglimlere sahip iki fonk-—

givon ise,
S () (X)R(0,x)dx = fw F(xIR (o, ,x)dx+ fw e(x)K{a,x)dx
O o 0

ve ¢ bir skalar olmak iizere

fw ef(X)K{a,x)dx =¢c éw ()R (o, x)dx
O

yazilir. Kisaca, f(x) fonksiyonunun If(a) integral diniiglimiinii tanimlayan ddniigiim
operatdril lineer {(dofrusal) bir operatdrdiir.

(2.2) denklemini £(x) ve If(a) fonksiyonlari arasinda bir ddniigiim kabul
eder ve Banach uzaylarinin Ozelliklerini kullanarak bu tip dBniisiimlerin soyut
teorisi geligtirilebilir, §iiphesiz bu tiir bir caligma matematiksel olarak gok
ilging olacaktir. Fakat, bizim temel amacimiz Matematiksel Fizikle ilgili oldu-
gundan bu tlir galigsma pek verimli olmayacaktir. Bu galismanin esasinl, sinir defer
problemlerinin analizinde kullanilacak olan integral ddniistimler ve onlarin &zel-

liklerinin Snemi teskil edecektir.

2.2 FOURIER CEKIRDEKLERI
Ustte gbrdiifimiiz gibi K(o,x) cekirdepi vasitasiyla elde edilen ve fonksi-
yonun integral déniiglimiinii veren ddniiglim operatbri limeerdir. Biz bu operatdrii

L ile gdsterirsek,
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L(f)==If(a)

vazilabilir. Farazedelim ki, o deffigkenine ait fonksivonlarin belli bir sinifinda-
ki her B(a) fonksiyonu igin,

L{E) =B (a)

denklemi yeterlidir. Fakat f£(x) igin bdyle bir gfsterim yeterli defildir. Bunu
. U . -1 oy
saglamak igin, L operatOriiniin tersi olarak adlandiracaZimiz L =~ operatdriniin var-

li1%1n1 gbzOniinde bulundurarsk,
- —"1
L{£) =B(a) ., E(x)=L "(B)

egitliklerini yazabiliriz. Bu nedenle, caligmamizin temel amaglarindan biride,
L. operatdriiniin bazi 8zel durumlari icin bu ters operatdrleri belirlemektir,

Bu diiglincelerin 1s131 altinda,

If(u)mfoo F(x)K(o,x)dx (2.4)
0

integral denkleminin ¢8ziimi,

f(x) = fb If(a)H(a,x)da (2.5)
a

bigiminde belirlenir. f£(x) fonksiyonunu integral ddntiglimiine bagli olarak ifade
eden {(2.5) formiilil ters teorem olarak isimlendirilir.

(2.4) denkleminin ¢Bziimi,

£ = S 1 (K(,x)dx (2.6)
Q

bi¢iminde oldufu durumda, fonksiyon ve onun integral déniiglimii arasindaki ba-
fint: simetrik ve bu durumu gercekleyen K(o,x) fonksiyonu Fourier cekirdeii ola-
rak adlandirilair.

K{a,x) gekirdeginin Bzel bigimleri igin ters teoremlerin tartismasina gir—
meyip Fourier gekirdegi igin gerekli kogullari vermeye galigaca#iz. Bunun igin,
galigmamizda K(a,x) cekirdefinin sadece ox defigkeninin fonksiyonu oldufu durum-

lar esas alinacaktir. Glinkd bu durum, genig bir uygulama sahasina sazhiptir. Iste
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bu nedenle K g¢ekirdegini,

K{o,x} =K(x,a) =K{ax)

olarak diiglinecefiz.
4.TEOREM: K{(ox) fonksiyonunun Fourier cekirdegi olmasi icin gerek kosgul,

K(x) fonksiyonunun K(s) Mellin déniigiimiiniin
K{s)K(l~g) =1 {2.7)

fonksiyonel denklemini saglamasidar.

IsPAT: K(x) fonksiyonunun Mellin dbniiglimiiniin,
o) —
R(s) = / ®(x)x> tdx
0

biciminde oldufunu {2-3) denkleminden hemen yazariz. Simdi,

o

If(a)== F{x)K(ox)dx (2.4)

B O

bicimindeki denklemin her iki yani o®!

terimi ile g¢arpilip [O,m) da integrali ala-
nir ve Fubini teoremi de kullamilirsa,

5 laa 1 £(0)K(ox)dx

J If(a)aswldu== fm o
0 0

o

— /7 fwax [ Rox)o® rae
0 0

yazilir. BgitliZin sap tarafindaki ikinei integralde

T =ax

defigken defistirmesi yapilirsa,
(o4 — - oS D b
7 R@na® e =x" 1 xmn® lan
0 1]
=x °K(s)
ve buna bagli olarak da,

5 16 e =1 £x ax(s) 2.2)
o 5

bulunur, Efer,
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I(s) =/ 1 (@0 o
0

ve

F(s) == fm f(x)stdx
O

olarak alinirsa, T(s) ve F(s) sirasiyla If(a) ve F(x) fonksiyonlarinin Mellin

ddniliglimleri olur., Bbvlece, I(s) ve F(s) konumlari ile birlikte (2.8) denklemi,

I(s) =F(i-s)K(s) (2.9)

. e s . . 4. - 8 _
bicimine doniiglir. Diger taraftan, (2.6) denkliminin her iki tarafi x 1 terim:t

ile carpilir ve [O,m) aralifinda x de@igkeni ig¢in integral alinirsa,

foo f(x)x?uﬁx== fm xsnldx fm If(a)K(ax)da
0 9] 0
. oo > s-1
= J If(a)da S Klox)x Tdx
4] G

= -8 o5 s~1
=J If(a)a do S KMn Tdn
0 0
yazilir., Bu son egitlik I,F ve K cinsinden yazilirsa,
F(s) =I{1-5)K(s)

seklini aliyx. Burada s yerine l-s alinarak
F(l-s) =I(s)K(1l=s) (2.10)
elde edilir. (2.9) ve (2.10) denklemlerinden K(s) fonksiyonunun
K(s)K(1-s) =1 (2.7)

fonksiyonel denklemini sagladigi kolayca gériiliir [6].

Fourier gekirdegi ile ilgili bu teoremden sonra Fourier gekirdefi icin

iki 8rnek verelim.

1.0RNEK: A bir sabit olmak fizere Mellin dniislimii (2.7) fonksiyonel denk-

lemini saglayan,

K(x) =Acosx

fonksiyonunu gdzbniine alalim. Mellin d¥niigiimiiniin tanimindan
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K{s) =A 6 xs*lcosxdx

o L - o - —
= E-A{ St %® T ldx}
2 4] O

vazilir. Oteyandan, pEIR+ olarak alindifinda,

© -

;oo TPxR S 1d T(s)

0 s
2

oldugunu biliyoruz, Bbylece,

<0

+1 -
I e_1xxs 1
0

N

L~
=
a1l
n

dx =

yazi1labilir ve

K(s) =Acas ( %’3 ) T'(s)

elde edilir. Buradan,

K(1-s) =Asin( £ )T(1-s)
yazilir. Efer, K(x) fonksiyonu bix Fourier gekirdegi ise,
1 =K{(s)K(1l~s)

—AZcos( %y sin( S )T ()T (1-s)

oimalidir. Fakat,

1

F(S)F(l“‘S) =T m‘ﬁ-)“

ve
. sT sm., 1 .
sin( ~§»)cos( ~§~)~ﬁ i—s;n(sﬁ)

bigiminde olduklarindan,

elde edilir. Bbylece, (2.7) fonksiyonel denkleminin saglammas: igin

1

A=( 2)Z

ST

olarak alinmalidir. Bu gésterir ki

1
2

F_(@) = -2,5 ) tr}m £ (x) cos (0x) dx

(2.11)
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integral denkleminin ¢Ozlimi,

1
ﬁé Fc(a)cos(ax}da (2.12)

5o

f(x)=(

denklemi- olabiliy, {2.11) esitli3i ile tanimlanan Fc(a) fonksiyonu, f(x) fonksi-
yonunun Fourier Kosintis poniigiimii olarak adlandirilir. Eger (2.12) bafintisi dofru
ise bir fonksiyon ile onun Fourier kosiniis doniigiimli arasindaki bafinti simetrik-
tir. Bir bagka ifadeyle, Fc(x) fonksiyonunun Fourier Kosiniis ddniigiimi f(a) olur.

2.0RNEK: Birinci 8rnektekine benzer gekilde bir ¢ozlimle,

1
K{x) =( = 12 sinx

fonksiyonun bir Fourier g¢ekirde#i oldupu kolayca goriiliir ve yine 1.Srnekteki gi-

bi,
2.1 =
F (y=(=)2 [ f{x)sin{ox)dx {2.13)
8 T 0
ve
2 X o
fF(x) =~ ( %—)2 é Fs(a)sin(ax)da (2.14)

elde edilir. Buradaki Fs(a) fonksivonu ise, £(x) fonksiyonunun Fourier Siniis D&~

niigiimi olarak adlandiriiair.

Fourier ¢ekirdegi ic¢in verdipimiz 4.Teorem ve 1. ve 2. Brneklerde f£(x)
fonksiyonu ile integral d8niiglimii arasindaki bafinti simetriktir. Genelde bu tiir
bagintiy1l simetrik yapmayan gekirdekler de sz konusu olup onlarla ilgili bir
teorem verelim.

5.TEOREM:

o
Ty =/ £GOR(ox)dx
0

integral denkleminin
[e+]
f(x)=/ I, (e)H(ox)do
0

bigiminde bir ¢dziimi olmasi igin gerek kogul, K(x) ve H(x) fonksiyonlarinin

K(s) ve H(s) Mellin dbniigiimlerinin,
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K(s)H(1-s) =1

fonksiyonel bagintisini saflamasidir.

ISPAT: Tanimdan,

I(s) ==fm If(a)ozs_ld == fm as“lda fm Fx)R(ox)dx
o *r 0 0

=’fm f(x)x—sdx fm K(n)nsmldn
0 ¢;

ve buna bagli olarakta,
I(s) =F(1-s)K(s) - (2.15)

ve

e

F(s) = f@ f(x)xs—ldx== S
0 0

-1 e
x Tdx S I_{o)yH(ax)do
0 £
[+e] . o0 o
=/ t_(a)a Sdu S H(n)ns 1dr}
o f 0
=I(1-s)HE(s)
elde edilir. Burada, g verine l-s yazilirsa,
F(1-s) =I(s)H(1~-s) (2.16)
bulunur, {2,15) ve (2.16) egitliklerinden
K(s8YH{1l-5) =1 {2.17)

gerek sarti elde edilir. HZK alinmak suretiyle (2.17) sonucu (2.7) egitligine

indirgenir [6].
2.3. FOURIER INTEGRAL TEOREMLERY

f(x) fonksiyonu (2.11) ve (2.12) denklemlerine bagli olarak iki katli in~-

tegral formunda,

s

flx)y==/
]

SN

dor 5 £ () cos (an) cos (ax) dn (2.18)

" olarak yazilabilir.
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Fourier serileri teorisinden bilindi#i fizere, effer f£(x) fonksiyonu LOiL]
araliinda gerekli kosullari sapliyorsa, onun Fourier serisi gbsterimi,

L nmx m

2 2 n
F(n)dn® T nglcos T4 f{M)cos = dn (2.19)

1
f(x)-*fé T,

bigimindedir. $imdi, L deferini yeteri kadar biyiik seger ve

77 £(m)dn
0

integralinin yakinsak olduffunu kabul edersek (2.19) serisinin ilk terimi isteni-
. sar e T
len 8lclide kiiciik kalir. Boylece, onu ihmal edebiliriz. Ayrica, Sa = E—allrsak

(2.19) serisi,

T

™18

nmm _ 28a
L T

o

nmx L
oEoes g [ E(n)eos

® 0%

L. cos{nxbéa) f f(n)cos{ande)dn
It“‘l O

bi¢imine ddniiglir. Bgitligin ikinci yanindaki ifadeyi,

i
S

£(n)dn_L. cos{x (néo) }eos {n(nda) }éo
0 n-—1

R

bigiminde tekrar yazarak L+ yani 6¢ +0 igin limitini alarak,

[

é dn gw f(n)cos (ko) zos (no)da

SIS

limit degerini yazabiliriz. (2.19) egitlifinin saftarafina bu ifadeyi alarak

(2.18) formiiliinii elde ederiz. Benzer olarak,

I © L -
£(x) = 2{ [T gmans £ 2, S £)eos(am T

L ~L

e

bicimindeki fourier serisi gbzSniine alinsaydi I~> e igin limit alinarak,

F{x) = %—fw do fm F(Meos{a(n-x)ldn (2.20)

00 o

sonucu elde edilirdi.

Dirichlet Integralleri: (2.20) integralinin yvakinsak olacapi kogullary bul-
mak icin, parametre sonsuza gittifinde ortaya c¢ikan belli trigonometrik integral-
lerin {izerine birkag teorem kurmamiz gerekir. Bu integrallerde ortaya g¢ikan

fonksiyonlar agagida tanimlayacagimiz sinifa aittirler. Eger,
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1. £f(x) fonksiyonu, (a,b) araliffinda yalniz sonlu sayida maksimum ve mini-
muma sahipse,

2. f(x) fonksiyonu, (a,b) aralipinda yalniz sonlu sayida siireksizlik nok-
talarina sahip ve bu noktalarda sonsuz defilse, f{x) fonksiyonu (a,b) araliginda
Birichlet kosullarinz sagliyor denir. (a,b) araliffinda silirekli ve yalmiz sonlu
sayida maksimum veya minimuma sahip bir fonksiyonun bu aralikta Dirichlet ko-

sullarini sapladigy agiktir. Ornegin,

f(x) = —
l+x2
fonksiyonu (~ o ,») araliginda Dirichlet kogullarini saflar, Halbuki,
_ 1
F) = 1%

fonksiyonu x =1 noktasini igeren herhangi bir aralikta Dirichlet kogullarimi sag-

lamaz. Ciinki bu noktada f(x) sonsuz olmaktadir. Ote yandan,
F(x) =sin( = )
X

fonksiyonu da baslanpi¢ noktasi komsulugunda sonsuz sayida maksimum ve minimuma

sahip oldugundan bu noktay:i igeren herhangi bir aralikta Dirichlet kogullarini

saflamaz.
4 f (X)

—— A

.
gy ¥ + O X

-8 -« o B

2.5ekil: Slireksizlik noktalar:i sayisi

sonlu olan fonksiyon 8rnefi

Dirichlet kogullarimni saflayan ve sik sik uygulamali bilimlerde kargilagi-

lan fonksiyonlardan biri de 2.sekilde gdsterilen basamak fonksiyonlaridir ve bu,



1%

0 , x<~B

A, ~Bsx<~0
£{x) ={ Hoo, =-ogxgo

v, o<x<B

0 , xR

denklemi ile tanimlanir. Bu fonksiyon x =*0 ve x =#R noktalarinda sonlu siirek-
sizlige sahiptir ve bunlarin sayisi (-«,®) aralifinda valniz 4 tanedir. Keza o,
bu aralikta yalniz sonlu sayida devirli degerlere sahip olduffundan (~«,®} arali~

Zinin tamaminda Pirichlet kogullarini sajlar.

6.TEOREM: Ejer,

o0
S f(x)dx
0
integrali yakinsak ise pozitif tiim N deferleri ig¢in
N
| [ £(x)dx]
0

sinrrlidir,
ISPAT: Bu teoremin ispati bir sonsuz integralin yakinsaklifinin tanimindan
gelir. Sbyleki,

fm fix)dx
0

integrali yakinsak ise bir I ve pozitif bir M sayisi vardir. Oyleki N2M olduBun-

da yeteri derecede kiiglik €>0 sayisi igin
N
| [ f(x)dx-I|<e
0
yazilir. Bu esgitsizlik,
N
I-e< [ f(x)dx <I+e
o
bigiminde de yazilabilir. WN2M oldugunda,
N
| /7 £(x)dx]
G

degeri, II»E] ve |I+€l sayilarinin en biiyiiiinden daha kiiciiktiir. BSylece,0<N<M

oldugunda

it
| [ f(x)dx]
0
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ifadesinin maksimum deperine K diyelim. Efer K,|I-€| ve |I*e] en bilyiigi L olarak
alinirsa, tiim N degerleri icin,
1)
l é £(x)dx| <L

yvazilir. Biylece,
N
l é £(x)dx|

sinirly olur [éj.
7.TEOREM: f(x) fonksiyonu (a,b) aralifinda Dirichlet kosullarini saflzi-~
yorsa, w -+~ giderken,

b
fb fF{x)sin{wx)dx , J f(x)cos{wx)dx
a a

integrallerinin her biri sifir olur.

IspAT: Kabul edelim ki (a,b) araliffindan sec¢ilen a el noktalarin-

17800

da f(x) fonksiyonu ya farli deferler alsin ya da pargali siirekli olsun. Efer a

yerine ao ve b yerinede ap+1 alinirsa,
b . AN | .
S fx)ein(wx)dx=§ S £(x)sin{wx)dx (2.21)
a o a.

egitligini yazabiliriz. r=0,1,2,...,p olmak lizere (ar’ar+1) araliklarinin her
birinde f£(x) fonksiyonu siireklidir ve, ya monoton azalan ya da monoton artan-
dir. Bbdylece, integral hesabin ikinei ortalama defer teoreminden,

a

f r+1f(x)sin(wx)dx=*f(ar+0) fg sin(wx)dx + f{a
a a

a1
-0y f T sin{wx)dx
T T E_»

r+l1

esitligi yazilir. Burada gs(ar,ar+1) araliklar dizisinde x defigkeninin yakla-

g1k degeridir ve y pozitif olmak ilizere

f(a_+0) =lim £(a_+y) , f(a_, . ~0) =lim f(a_, .~y)
T y+0 r T+l 70 r+l

bigimindedirler. Bu son egitlikde dogrudan integral alinirsa,
a cos(war)ucos(wi) cos(w£)~cos(war+1)

r+l . -
£r F(x)sin{wx)dx f(ar+0) - +f(ar+1—0)

W

ve buradanda,
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ar*l
tim S F(x)sin{wr)dx =0
a

wree
T

elde edilir. Ote yandan, (2.21) esitlipinin sag tarafindaki toplam sonlu oldu-

gundan limit ile toplam yer defistirebilir. Buna gbre,

. b . P R ar—é—l .

lim [ f(x)sin(wx)dx= L 1lim [ £{x)sin(wx)dx =0

w0 a O e ar

yazabiliriz. sin(wx) verine cos(wx) alinir ve iistteki iglemler tekrarlanirsa,

benzer bigimde oldufu kolayca gdriiliix, Sonug olarak,

b b
1im S f(sin(wx)dx = lim [ £({x)cos(wx)dx=0
T a oo 8

elde edilir. Dikkat edilirse (2.21) egitlifindeki toplam ile limitin yerlerini
depistirebilmek icin a_ noktalari sonlu sayida secilmigtir [6].

8.TEOREM: 0<a<b olmak iizere f(x) fonksiyonu {a,b) aralifitnda Dirichlet
kogullarin: safliyorsa, w>w giderken
0 , a>0
1

5—ﬂf(+0) , a=0

fb £(x) siniwx) dx = {
2

olur,

tspaT: 1.hal: a>0 olsun. 7.Teoremde oldupgu gibi (a,b) aralifin:
r=0,1,2,...,p igin (argar+1) ait araliklarina b8lelim. Bu araliklarin her bi-
rinde f(x) fonksiyonu monoton ve siireklidir. Bdylece, integral hesabin ikinei

ortalama defer teoreminden,

far*lﬂx) sinwx dx =£(a_+0) f° SiE beta -0 fa"""‘l si
a X T a X% r+l _SIOWE gy

§ . £ x
vE sing Va1
= f(ar+0) S 7 dC+f(ar*1—0) J sing ar
War ' wE L

yaz1lir. Burada, arSESar+1 olarak alinmgtir. Integrallerin yakinsaklifinin ta-

mimindan, N1>M ve WZ>M olacak gekilde bir M sayisi vardir ve

N .
Sl s 2sing .l ¢
dt—: 2 Tfl < 2 3 ! é C dt_, 2 TTI < 2

N .
1 sing
| 1" =
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yazilir. Burada €>0 8Snceden verilen istenildifi kiiglik bir sayi ve

* sing 1
df= & T
b Tt *T 3
olarak alinmistir. Bdylece,
N, .
] s 2 sinf dCl <e
N C
i
vazilir. Diger bir deyigle, efier N2>N1 ise,
N, ..
tim £ 2 2228 ar =0
Nl—-)-oo Nl C

olur. Bu da gdsterir ki,

a .
vim [ TL gy 21RO

woo 4

dx =0
T

olmaktadir. Biylece, sonug
iim fbf(x) EiEiEEl—dx== g 1im far+1f(x) sin(wx) dx =0
oo & x Yo . a X
egitliginden gtriilir.
Z.hal: a=0 olsun. l.halin ispatinda oldufu gibi (a,b) aralifini alt ara-~
liklara bdlelim. Kabul edelim ki, f(x) fonksiyonunun maksimum, minimum ya da
stireksizlik noktalarinda ilki a, olsun, Digeri de 0 noktas: olabilir. Buna gire,

1

f(x) fonksiyonu 0<x<a, aralifinda slireklidir. x defiskeninin bu araliktaki bir

1
k defferi icin If(k)wf(o)[ degeri yeteri derecede kiiciik olur. BSylece,

b : k . h .
IO 53'%‘{53“-3- dx= f £y SEROE) 4ol reo 2RO 0 (2.29)
a a x k X

vazabiliriz. l.halden dolayi, egitliffin sap tarafindaki ikinci integral woo gi-
derken, sifir olur. Ilk integral igin ise integral hesabin ikinci ortalama de~

ger teoreminden,

fk £(x) Ei&iﬂgl-dx==f(+o) Ig Eiﬁiﬂﬁl.dx+f(k) fk sin(wx) dx
4] X 0 P4 g X

k o1 .
—£(+0) [ SO L re)-£(0)) [k sinGng) o
0 X A
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. k :
—£(30) S5 80T qrfeky-£(O)) S ¥ sing ac (2.23)

azariz. Simdi, w+ o icin ikinci integralin durumunu inceliyelim. Bilindiji lize~
¥y 3 v i+ g
re,

I ——Slgc ar

integrali yakinsaktair. 6.Teoremden,

kw . Ew .
| f S“C”; agl<t, , |/ ﬂgc dgl<L
O 0

yazilir., BBylece,
kw o1
| 7 8228 gr)eor,
Ew &
glde edilir. Yeteri derecede kiigik >0 sayisi igin,

£
|£C)-£C0) |« 5

oldugunu kabul edersek,

j's 1
[{E()-£(0)} é v 22 dgf<e
W

vazilir. Difer bir deyigle,

e sinZ
lim [{£(R)-£(O)} J =222 ag| =0 (2.24)
oo Ew g

olur. (2.23) ve (2.24) egitlikleri (2.22) egitlifinde kullanilirsa,

b "
Lim f £(x) 5—1-‘:"-1%3“—"1 dx = %_'- TEG0) , (b>0) (2.25)

woo &
bulunur. Bu ise teoremin iSpatldlr[ﬁ]. Dikkat edilecek olursa, bu son egitlikte,

é ---—~51§C dg = -]21 m

egitligi kullanilmigtair.

9.TEOREM: Egfer a<u<b araliinda f{x+u) fonksiyonu Dirichlet kogullarinz

saflivorsa,
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b : F{x+0)+£(x-0), a<0<b
1im %‘f £{x+u) E&ELEEl-du=={ £{x+0) » a=0<b
wHo & b f{x-~0) , a<0=b
0 , 0<a<b wve a<b<{

olur.

IsPAT: a<bg0 igin,

3 -
5 f¢u)sin(u) fi-l-‘liz 2 f(-u)sin(w) 5‘-3—

& ~-b
egitliginden,
b sin(wu) 0 . a<b<0
lim / f(u) 22EFED gy = { 1 (2.26)
w8 u 5 TE(-0) , a<b=0
bulunur. Efer, a<0<b ise
b + - a 'b .
I OEQ) EEE#EE)duzm I35 (-u) sin(wu) dut [ £Qu) EEEﬁEEl.du
a il 0 u 0 u
yvazilir., (2.23) ve (2.26) esgitliklerinden,
. P sin(wu) 1
lim f flu) ~————= du= = M{£(-0)+£(+0)}, a<0<b (2.27)
u 2

o a

sonucu bulunur. f(u) yverine f(x+u) alinarak (2.25),(2.28) ve (2.27) numarala

egitliklerden
b . £f(x+0)+£(x~0) , a<0<b
lim %-f flxrg) SOV, { £(x-0) , a<b =0
oo a b £{x+0) , a=0<b
0 , a<b<0 ve 0<a<b

elde edilir. Bu ise teoremin ispatidir [6].

10.TEOREM(FOURIER INTEGRAL TEOREMI):

f(x) fonksiyonu -ee<x<e araliginda Dirichlet gartlarini saflar ve

o

SO |dx

-0

integrali yakinsak ise,

l [+3] o
ﬁ-f do. [ f(nM)ecosa (n-x)dn=

-0 -0

{F(x+0)+£(x~0)}

Do

olur.
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Ispar; o
[ f(x)dx

00
integrali mutlak defierce yakinsak oldufundan,
<o
I E) |ax
e

integrali yakinsaktir.

fm f{n)dn fm cosa(n-x)da- Im da fw £f(n)cosa(n-x)dn
0 0O 0 0

k m m k

= fnYdn J cosa(n~x)do~ S da f f{n)cosa{n-x)dn
0 O D O
o m m oo

O EMdn S cosaln-x)dn~ f do S £(n)ecosa{n-x)dn
k O 0] k

egitligini gdzbnine alalim. Sonlu m ve k deBerleri igin ilk iki integral egit-—
tir. Ote yandan,
(=]
S f(x)dx
0O
integrali mutlak defierce yakinsak olduffundan bir k sayisi vardir ve yeteri de-
recede kiiglik £>0 sayisi ve k»K degerleri
- €
&
|1{ | £ [anf< o=

yazilabilir. Buna giire,

[ fm de S f(n)eosa(n-x)dn|< Sag f [ £(m) | dn< % £, (k>K)
0 k 0 k

ve aynl zamanda

> i =] -
| 7 f(mydn f cosa(n-x)da| = | / s(mx) 2 gn
k 0 k-fux i
< l f” if(n+x)Idn < £
ky 2k

yazilir. m deferi ne olursa olsun, K degerini yeterince biiyiik segerek,
o m m oo 1 1
| / f()dn f cosaln-x)do~ J do f f£(M)eesa(n-x)dn|< x e( = +1)<e
0 0 o 0 2 ok

yazabiliriz. Difer bir deyisle,
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m [« 3
lim f f{n}dn f cosa(n-x)do =1im [ do / £(n)ecosa(n-x)dn
meo ) mro O 8]

yazilir. Benzer olarak,

0 m (8]
lim £ £()dn é cosa(n-x)da = lim S do f £(n)cosa(n-x)dn

mee - jiimar 0 o0

oldugu gdriiliir. Bu son iki egitlik birlikte diiginlilirse,

1lim f fin)dn f cosa{n~x)ydn = 1lim f do f f(n)cosa(n-x)dn (2.28)
mree e mvo O w0

elde edilir. 9.Teoremden,

% {£(x+0)+£ (x-0)} =lim L7 ey SEERY 4y
m+e T o u
=1im l.f £(n) E&EE&HZEZ.da
e LU= N-x
. | i
=1im = J f()dn J coso(n-x)do
i rmt] m e 0
. i m e
=1im = J do S Ff(n)ecosa(n-x)dn
mree T 8] =00

bigiminde (2.28) denkleminin egiti bulunur. Biylece,
\

o0

(F(x+O)+€{x-0)} ==/  du fm f(n)ecosa(n-x)dn (2.29)
0O

hoj =
=

=X

gsonucu elde edilir ve bu Pourier Integral Teoremi olarak bilinir. Efer f£(x)

fonksiyonu x noktasinda siirekli ise,
£{x+0) =F{(x~0) =£(x)

olacagindan (2.29) esitligi,

2o

f(x) = é do {z f{n)cosa(n~x)dn (2.3

SYE

bigiminde yazilabilir [6].
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2.4.FOURTER DONUSUMLERI ICIN TERS TECREMLER

f(x) fonksivonunun x degigkeninin yalnizca pozitif degefleriwigin tanim~
11 olmas: durumunda (2.29) bigimindeki Fourier integral teoreminin iki Bnemli
sekli vardir. Eger £(x), 0%x<» araliginda tanimli ise ~®<x<0 igin Ff{x) =f{(-x)
denklemi ile f(x) fonksiyonunun tanimi ~o<x<® aralifina genigletebiliriz. Buna

gbre,

o0

[ do fw £(n) cosa(n-x)dn
0 0

=
=~

émda S f(M)cosa(n-x)dn =

wo

[

do. IO f(Meoso{n~x)dn

haae )

+

7
0

=2

yazariz. Simdi,

fo f(n)cosa(M—x)dn = fm f(~n)coso (~n-x)dn =f°° f () ecosa{n+x)dn
8] 0

-0

olur., Bdylece,

o0

/
0

Hie

do fw f(n)cosa(n-x)dn =

jaat =]

A

fwda fm £(M){coso{n-x)+cosaln+x) }dn
0 0

[==] o

J cos(ox)do f £f{n)cos(on)dn
0

IR

vazilir. Buna gdre (2.30) egitlipi,

£(x) = % é’w cos (ox)do éw f(n)cos{an)dn {2.31)

biciminde yazilabilir. FElde ettifimiz bu sonuca bagli olarak agapidaki teoremi
yazabiliriz,

11.TEOREM: Effier f£(x) fonksiyonunun Fourier kosinilis doniigiimi F_ve
1

F_(0) =( 27 /7 £(m)cos(anydn (2.32)
O
biciminde ise
2 L -
f(x)=( =32/ P (0)cos{ax)dn (2.32a)
W ¥} [

gseklindedir [6].
(2.32) ve (2.32a) formil ¢iftleri Fourier kosiniis formiilleri olarak bili-

nir. Dikkat edilecek olursa bunlari daha Snce (2.11) ve (2.12) formiilleri ola-
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rak zBrmigtiik. Benzer bicimde, Fourier sinfis d8nfigiimiinii elde edip ilgili teoremi
verelim,.
f(x) fonksiyonunun tanim aralifini O<zx<e arali¥indan -o<x<® aralifina

genigsletebiliriz, ~<x<0 igin £(x) =-f(-x) egitligini kullanacafiz. Bu durumda,

o0 o« [ee] L]
%-f do [ F(M)eosain-~x)dn = %-I da S £(n){cosa(n-x)-cosa(n+x)ldn
0 - 0 o

yazariz. Bu halde, (2.30) denklemi,

£(x) = %écc sin{ox)du ém £(n) sinan)dn

bi¢iminde yazilir.

12.TEOREM: Epfer f(x) fonksiyonunun Fourier siniis dbniigiimii Fs ve

1
F () =(2)2 f £(m)sin(on)dn (2.33)
4]
biciminde ise,
2 L ow
f{x) = { E-)2 S F {(a)sinf{ox)do (2.33a)
0 8

olur [6]. Buradaki (2.33) ve (2.332) formiil ¢iftleri ise Fourier siniis d8niiglim-
leri olarak bilinir,
Simdi de Fourier integral teoreminin listel bigimdeki gdsterimini elde

edelim. Cosx ve sinx fonksiyonlari, sirasiyla ¢ift ve tek fonksiyon olduklarin-

dan,
m m
I cosa(n-x)do =2 [ coso(n-x)da
i} 0
ve
o,
I sina(n-x)do =0
-t
yazabiliriz. Avrica,
ela(n“x)*ﬁcosa(n-x)+isina(n“x)

egitlifi de gdz®dniine alinarak,

m 3 -
J coso(n-x)do = %-fm :&zm(n x)dx
8]

~m
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egitligini kolayca yazabiliriz. Bu esitligi,
1~ m
f(x) =lim = J f£m)dn f cosa(n-x)do
m-#o0 LA 4]

egitlifinde kullanirsak,

o i o0 .
£(x) = “f%é e 0% 4 1 (e an (2.34)

sonucunu elde ederiz. Bu elde edilen sonug¢ i¢in asafidaki teorem ifade edilir.

13.TEOREM: £{x) fonksiyonunun Fourier doniigiimti F(a) ve

F(o) = (2m)

1 :
7 f(x)e Fax (2.35)

bigiminde ise,

1
2

F(x) =(2m) foo F(a)euiaxda (2,.35a)

seklindedir [6].

11.,12. ve 13, Teoremleri bu gekilde verdikten sonra, Fourier gekirdek-
leri baglifr altinda verdigimiz kesimde de belirtildigi iizere f(x) fonksiyonu
ile onun Fourier siniis ve kosiniis dfnlisiimleri arasindaki bapinti simetrik oldu-
gu halde, f(x) fonksiyonu ile Fourier ddniisiimii arasindaki baginti, 13. Teorem-
den de gOriilecefi {izere parcali simetriktir ve Fourier cekirdek giftleri ise

1 ., 1 ~jox
-2'- 10x “2'" e

K(o,x) =(2m 2 e , Ho,x) =m)"

egitlikleri ile tanimli olup 13,Teoremdeki F(&) ve f£(x) tanimlarinda yeralan
1
(2w) 7 carpanlar:i da buradan gelmekredir. Eger,

K(G,X)==elax ve H{o,x) = 5%—emlax

olarak segilirse (2.35) ve(2.35a) formiilleri uygulamalarda sik sik kullanilan,

Fo) =/ £(x)e ™y

ve (2.36)

£(x) = 5%; 5 F)e X 4

[~ ]
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formillerine doniliglir. K(o,x) ve H(o,x) cekirdeklerinin bu gekilde seciligi £
fonksiyonu ile onun Fourier doniigiimii arasindaki ba¥intinin pargali simetriligi-
ni yok eder,

Ayrica 11.,12.ve 13, Teoremlerin gegerli olabilmesi i¢in £(x) fonksiyonu
Dirichlet kogullarini gercekleyecek gekilde (-»,») ile (0,®) araliklarindan uy-

gun olaninin segcilmesi ve

I | £(x) | dx

-0
integralinin yakinsak olmas: gereklidir.

Fourier, Fourier siniis ve kosiniis doniiglim ¢iftlerini bu gekilde gbrdik-
ten sonra, bu doniigiim ¢iftlerini kullanarak integral hesaplamalarina bir kag
trnek verelim.

3.ORNEK:

— [4.4]
I.=f e bxcosaxdx ve I.,=/) e bxsino&xdx
1 9% 2 9

integrallerini gbzdnline alalim. Parcal:i integral alma y8ntemi ile,
[o-] et
I, ={~ 1. ®eosax| }- ¢ e DX naxdx
b o b o

yvazilir. Gerekli iglemler yapilirsa,

1 «
Loy "% b
bulunur. Benzer iglemlerle;
= &
L% h
elde edilir. I, ve 1, i¢in elde edilen bu denklemlerin ¢bziimiinden
b o
I = ve I,= =
1 u2+b2 2 u2+b‘
bulunur. Eger f(x)=—-embx olarak alinirsa 11 ve 12 deggerlerine bafli olarak f(x)
fonksiyonunun Fourier kosiniis ve siniis doniigiimleri sirasiyla,
1 1
2. b 2 5 o
F () =(=)2 ——5 ve F (o) =(=)2 -5
c LRI s W Tl
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olarak bulunur. Bu deferler icin (11) ve (12) numarali teoremler uygulanirsza

o —_
;S xR e g

¢ a+b 0
sonuclari bulunur,

4.0RNEK:
£(x) = { L [xl<e

0, ’x]>a
fonksiyonunun Fourier déniiglimiinii elde edelim. Bunun icin (2.3€) esitlikleriyle

verdigimiz f(a) tanimini kullanalim.

o) = 1 F)et™ gx

-
egitliginden,
e a iox 1 ddxya
f@y= [ 1le dx= +— e |
1 —a
-g
. . iag —iaw
1 iadt ~iagt, 2 e e
= = (& e )= = :
10 o 21

i

= sintta , o F0

bulunur. Bu sonucu,

_ 20 sinaa » & F0

f(o) = {
2a s @=0

bigiminde de yazabiliriz.

2.5. FOURIER DUNUSUMLERI ICIN KONVOLUSYON TEOREMLERI

1
trg =Gz )2 [ gEGen)dn (2.37)

fonksiyonu (—<,»)} aralifinda f ve g fomksiyonlarinin konvoliisyonu olarak adlan-
dirilir.
14.7ROREM: £(x) ,g(x) fonksiyonlarinin TFourier ddniigiimleri sirasiyla ¥ ve

G ise FG g¢arpiminin Fourier dbniiglimii f¥g konvollisyonudur. Yani,

f°° F(t)G(t)e_iXtdt mfm g(M)£{(x-n)dn

- 5O -0

olur.
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TspaT: f¥g taniminda f ve g yerine onlarin Fourier doniigimleri cinsinden
defierleri yazilarak

= -5 © ey it
[ g fE-N)an=2m) 2 J gmdn J F(tle dt

“C0 -0 -0

.._}_'.oo -— =] -
= (2m) 2 f TF(t)e ltxdt F aln)e tndn

00

E

7 Reeye(eye T,

~o0
elde edilir [6].

f ve g fonksiyonlarinin Fourier sinilis ve kosiniis déniiglimleri igin benzer
sonuglar: yazabiliriz.

15.TEOREM: £(x) ve g{x) fonksiyonlarinin Fourier kosiniis doniigimleri

Fc(t) ve Gc(t)’ Fourier siniis donliglimleri ise Fs(t) ve Gs(t) olsun. Bu halde,

[%2]

é g {E(|x-n})*+£(x+n) }dn

S|

o
i. / F ()G (t)cosxtdt =
C ¢ c )

ii. fm F (£)G (t)sinxtdt = l—fm g(M{F(|x-n|)=~f () tdn
0 e 8 2 0

$ii. / F (£)G (t)sinxtdt = =/ £ {g{]xn|)-g(xn) }dn
0 s c 270
olur.

ispar: 1.

0 O

1
2 J F (t)cosxtdt [ g{(n)cosntdn
o ¢ o

1

éch(t)Gc(t)cosxtdt - ( -?T— )

1 . o
= (2m) 2 é g(n)dnf‘3 Fc(t){cos(|x~n]t)+cos{x+n)t}dt

oo

= % é g(M{E(zn|)+F(xsn) Tdn

elde ediliir.
ii.

oo o0

1
Z J F (t)sinxtdt J g(n)sintndn
o ¢ 0

é Fc(t)GS(t)sinxtdt*—*—'-( )

TS
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1
)

= @m)" gng(n)dn fch(t){cos|x~n[t-cos(x+n)t}dt
G

= 1 /7 g LE(|xnp~£Gen) Han
0
bulunur.
iii.

1
)2

=SS

=] o oo .
J F (£)C (t)sinxtdt ==( J G {t)sinxtdt [ £(M)sinnxdn
g S c o ¢ 0

1
)2

=S

[o]
= fmf(n)dn J Gc(t)sinxtsinnxdt
0 4]

1 oo
= (@2mn) 2/ £mdn f Gc(t){cosIn~x1t-cos(n+x)t}dt
o g

= 3 L2 (a(lnx)-gtnn Jan

elde edilir [6].

2.50NUC: .
i, SF (£)6 (0)de =/ £(m)gn)dn
0o ¢ € 0
.. @ 2 o 2
ii. S {Fr ()Y =S {£M) )} dn
0 ¢ 0
114, £ F_(£)6_(£)dt =S £(n)gn)dn
o S 8 0
. @ \2 o 2
iv. J {F (&)} at=f {£(Mm)}%dn
o B8 0
olur.
Ispar:

1 o o

i. [T (£)C (t)cos(xt)dt =( 2 )2 [ F (t)cos(xt)dt [ g(n)ecos(nt)dn
0 c [ad i 0 C O

esgitliginin her iki yaninda x =0 yazilirsa,

o (<) l o
ST 06 (e =17 (0)ae (37 [ gcos(r)an

o

1
2 [ T (t)cos(nt)dt
0 c

~eman( )
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o0
=£ f(yg(n)dn
elde edilir.

ii. Teoremin (i) sikkinda f =g ve buna bakfli clarak F =G alinirsa,
I F (t)}zdt f [f(n)} dn
]

bulunur.

iii. Benzer iglemlerle, Fourier sinils doniigiimli igin,
00 o
JF_(t)G_(t)dt =/ £(n)g(nldn
o s 8 o

elde edilir.

iv. (iii) gikkinda f =g alinarak
FAF (&)Y de=s {f(m)}%dn
o S 0

bulunur [6].

3.50NUC: £(x) ve g(x) fonksiyonlarinin Fourier ddniliglimleri F(t) ve G(t)

ise,
fOFG(e)at =f  £(-mg(n)dn
olur.
tspam:
) -3 _!—__

S OE(e)e(t)de =S P(t)dc(2m)” 32 f a(n)ean

o 1 ¢

=/ g(m)dn (m f Fee)elMtqr

=f f£(-n)g(n)dn

- to
elde edilir [6]. Bu sonug, x=0 ig¢in l4.Teoremin Hzel halidir.
Bu teorem ve sonug¢lari kullanabilecelfimiz birka¢ Srnek verelim.
5.URNEK:

f(x)==e“bx ve g(x)= )
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fonksiyonlarini gdzdniline alalim. 3.8rnege gdre,

1 ! 1
2 = b 2 5w a
F (£)=( =232 ve G {t)=(=)2
c n b2+t2 c T az+t2
olur. Buna gbre, 2.sonucun (i) sikkindan
-] o
Z;b 7 - gt — (a+b)ndn
0 (2“4 ety O
-1
a+b
veya
f” dt _ 7
o (az+t2)(b2+t2) 2ab(atbh)
elde adilir.
6. ORNEK :
1, O<x<h —ax
£(x) = { ve g(x) =e
0 ., x>
olsun. Buna gire,
1 . 1
2 5 sinAit 2 .5 a
F(t)y=( - )2 - ve e {ty=(=)2
e ¥ t c il a2+t2
olur. Yine, 2.sonucun (i) sikkindan
5] 3 A
Za 7SI g o Ty
0 t{a"+t™) 0
~ah
® _sinlt P 0 2
¢ t(a™+t®) a

bulunur.

2.6. BIR FONKSIYONUN TUREVLERININ FOURIER DONUSUMU ARASINDAKT ILISKT

Fourier dbniligimleri teorisinin, Matematik Fizikteki sinir defier problem-

lerine uygulanmasinda, f£(x) fonksiyonunun Fourier ddniigiimi F fonksiyonu olmak
r
d”£(x)

r
dx
problemlerin ¢Ozlimiine kolayliklar getirdigi ig¢in Snemlidir. Bundan dolayi,

a £(x)
dxr

izere tiirev fonksiyonunun Fourier déniiglimiintin ¥ cinsinden yazilmasa

bu kesimde fonksiyonu ile F doniiglimii arasindaki iliskiyi inceleyece-

giz.
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¥

16.TEOREM: f fonksiyonunun Fourier doniiglimii F ise éwg fonksiyonunun.
dx
Fourier dbniigiimii F(r) olur. Ayrica, efer
5
tm SL-0 | s-1,2,..,6D
!:v:|->OO dx
ise
FO = o) Tr (2.38)
olur,
a'f
IsPAT: Tanimdan, 5 fonksiyonunun Fourier diniiglimiini
dx
R P .
(2my" Z f Q{em"dxmy(r)(m

-0 dx

olarak wyazariz. Sol tarafa parcali intepral alma iglemi uygulanarak,

(I‘ 1) 1 &
( )'“(ZN) 2 gm;ui—— elax| 2wy 7 f d- r(f)(lu)e
dx - =0 dx
r-1
elde edilir. |x| +® iken é—£:§-+ 0 oldupundan bu sonucu,
dax '
F() o jop(t™D)

bigiminde yazariz, Bu pargal:i integral alma iglemi tekrarlamir ve her seferinde,
lim (gs—f-)=0 , 8=1,2,...,{xr~1)
|x| +o dx®
oldufu pgdzbniine alinirsa, sonug olarak (2.38) formiiliini elde ederiz LS]. Bu
ise bize teoremin ispatini verir.
Benzer bir iligkinin Fourier siniis ve kosiniis d¥niiglimleri icin varligi-

n1 ve durumunu inceliyelim.

Yine tamindan hareketle,

1 o .7 _I;
Fir) = %-)2 ! é_? cos{ox)dx wve Fér)=ﬂ( %-)2 f Q_; sin(ox)dx {2.39)
0 dx 0 4ax

esitliklerini yazabiliriz. BOylece, parcali integral ile
._}_-__ (r-"l) e J-_ o 3T~1
r$ (257 L cos(am | 2y E
dx 0 0 ax

sin{ox)dx

yvazariz, Ezer,
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r-1 i -1
tim (2fy=0 ve 1in (27 (EDH=a
X -0 dx I dx
olduklarini kabul edersek,
F{rl=~a +uF(r“1) (2.40)
c r—~1 s

elde ederiz. (2.37) esitliklerinden ikincisi iginde, pargali integralle

F;r)zaF(r—l) (2.41)

c
elde edilir. Bu deper (2.40) egitliginde kullanilirsa,

Fir)== -a ~a2F(r_2)

2
r~1 c (2.42)

bulunur. (2.42) esitligi kendi icinde ardigik olarak uygulanmak suretiyle sonug-

ta Fé ),a degerleri ve F( ) va da Fc nin toplami olarak yazilabilir, r tek iken
bu toplamda F( ) ver alacaktir. Biz onun yerine ao+aFS alabiliriz. Bdylece,
(2r) _ _ r 1 r 27,
F. ( 1t a5, 90m1% p( 1)« c (2.43)
ve
(r+l) _ _ § _,\n r 2r+1
Fc néb( 1) 89 won® +( D a F (2.44)
olur.

Bu sonug bize, £(x) fonksiyonunun tiirevierinin Fourier kosiniis doniigiimii—
nii, f(x) fonksiyonunun Fourier siniis ve Fourier kosiniis dbnlisimlerinin lineer
terkibi olarak verir.

(2.£0) ve (2.41) egitliklerinden Fér) yok edilerek,

F(r)==aa "azF(rhz)
8 r-1 s

bulunur, tstteki diigiinceden hareketle £(x) fonksiyonunun tiirevlerinin Fourier
sinilis déniiglimi icinde,

T -
-7 (_1)nu2n lazr_2n+("1)r+1u2rFs

(2r) _
e ( 2.45)

ve

F§2r+1)_ E e )% 2n- -1, +(u1)r+lu2r+1F

49 r-2n+1 c (2.46)
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sonuglari yazilir [6].
2.7.LAPLACE VE MELLIN DUNUSUMLERT

Laplace ve Mellin déniisiimleri de Fourier dbniiglimleri gibi integral d&ni-~

siimler olup bunlarin tanimlarini sirasiyla,

${p) = fnf(x)e"dex (2.1)
0
ve
F(o) =fmf(s:)xs"1dx (2.3)
0

olarak daha Once gdrmiigtiik.
Bu kesimde, Laplace ve Mellin doniiglimleri igin ters formiiller elde edilip
bu ddniiglimlerin Fourier doniiglimleri ile bir kargilagtirmasi yapilacaktir.
Laplace Ddnligiimleri: Fourier integral teoreminin ispatinda da belirtil-

digi iizere

£ () |dx (2.47)

o

integrali yakinsak defilse f(x) fonksiyonunun Fourier dbniigiimli olmayabilir.Bu

durum gopu kez kargsimiza gikar. Ornegin,
f(x) =sin(wx)
bu tiirden bir Brnek olup

S | sinwx]ax

-0
integrali iraksaktir. Bu durumda, (2.35) ve (2.35a) egitlikleri ile verdigimiz
f(x) ve onun Fourier ddniigiimii tanimlari gecerli degildir[é].

Cte yandan, Fourier integrali ile ilgili uygulamalarin cofunda gBzdniine
alinan fonksiyonlar genellikle, x depigkeninin sifirdan kiigiik deferleri (x<0)
igin sifira egit alinirlar, Bu tilr durumlarda, (2.35) ve (2.35a) egitlikleriy-

le verilen Fourier dbniliglim ¢iftine “tek tarafl: Fourier dénisim ¢ifti” deni-

lir ve
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1 w0 -
Fl) =21 2 [ fx)e “Fax
° (2.48)
1 oo 4
£(x) =@M 2 S gla)e Fao

geklinde yazilirlar. (2.48) numarali formiiller bircok fonksiyonun belirtilmesin-
de faydali olmasina rafmen bazi fonksiyonlarin ifade edilmesinde ise yetersiz
kalmaktadirlar [9].

(2.47) numaral:i integrali yakinsak yapmayan ve negatif x deferleri ic¢in
s1fir olan bir f(x) fonksiyonu gdzdniine alalim. Bu f(x) fonksiyonu (2.47) integ~

ralini yakinsak yapmadifina gdre onun yerine pozitif 7y sabiti igin
=."Yx
fl(x)-—e fix) (2.49)

fonksiyonunu gbzdniine alalim. Bu gekilde secilen fl(x) fonksiyonu Fourier integ-—
ral teoremi kogullarini saglar ve -<x<0 degerleri igin fl(x)==0 olur. Buna g~

re, Fourier integral teoreminden

2%

o s o iy
£(x) = == /g 1 £ (5)e ToNar
1 o n 1
ve (2.49) esitligi burada_kullanilarak
f* © ing, @ ~(y+in)g
f(X) = E':E-" J e dn S f(g)e dEj
0

-0

sonuct elde edilir. Ber,
i * ~pE .
P =Yy+tin ¢(P) == é f(E)e ag dp =idn

olarak alinir ve {isteki egitlikte kullanilirsa

=

£G) = 2mi

s
fY ol ¢(P)epxdp (2.50)
Y-ieo B
formild elde edilir. Buradaki ¢(p) fonksiyonu ¢aligmamizin baglangicindaki in-
tegral dénliglimler kesiminde de belirtildigi gibi Laplace ddniigtimii olarak adlan-

dirilir. Fourier integral teoreminin (2.50) formundaki yazilig: £(x) fonksiyo-
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nunun ifadesindeki terimlerde Laplace doniigimiinii bulundurur. 3u, Laplace ddni-

stimii i¢in bir ters teoremdir. Bunu daha acgik bir gekilde gbyle verebiliriz.Efer,
oo
i If(x)ldx
0

sinirly de%il fakat c sabitinin pozitif degerleri igin

5 e ¥l e(x)|ax
0O

integrali sinirli ise (2.50) ters formiilii y>c degierleri igin saglanlr[ﬁ].
Mellin Dénftigiimi: Integral dbniigiimler baglifi altinda verilen kesimde de

belirtildigi iizere f(x) fonksiyonunun Mellin doniiglimi,
o .
F(s) =/ £(x)x° 1dx
0
egitliji ile tanimlanir. Efer,

£ ==ex, g ==g+10

olarak alzir ve (2.35) formilii ile verilen Fourier dbniigiimiinde kullanirsak,

1 & o
Hi?dﬂmffé £(1logE)E® % taE

LN s~1
7 é £ “£(logE)E  dE

= (2m)”
ve (2.35a) egitliginden de,
1 ~ —1- et §-C , .C8
f(logt) = E-(Zﬁ) 2 f F( "E“')g ds
c—iw

elde edilir. Boylece,

o

g(£) = (2m)" 2 & “£(logk)

ve

c(s) =F( =)

olarak alinirsa Mellin ters formiilleri (d8niiglim ¢iftleri) i¢in agagidaki teo-

remi verebiliriz.
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17.TEOREM: Efer k>0 deperleri icin

;e Mgy aE
0
integrali sinirli ve
5(s) m{“’ £ e (eyaE
3

ise c>k deferleri ic¢in

o(E) = »er [CFI7

T G(S)E“sds

=i
olur [6].

Integral déniiglimler baslikli kesimde de belirtildigi gibi bir integral
dioniigiim ¢ekirdefi ile bellidir. Fourier, Laplace ve Mellin dbniiglimlerini tani-
tirken bunlarin gekirdeklerinin sirasiyla,

1 .
(2my 2 e 1ax , e ox ) xs 1

fonksiyonlari oldufunu gdrditk. Fourier doniigiimi (-e,») araliginda tanimli ola~
bildigi halde Laplace ve Mellin déniligtimleri (0,®) aralifanda tamimlidairlar.

0 nedenle Fourier doniigiimli daha genig bir bBlgeyi kapsar. Ayrica, integral do-
niiglimler ters ddniigiimleri bilindigi 8lgilide yararlidirlar. Incelememizde de ele
alindigi gibi Laplace ve Mellin ddnligiimleri i¢in ters déniigiimleri, Fourier d&-
niiglimlerinin esasi olan Fourier integral teoreminin 8zel halleri vermektedir.
Bundan da anlagilacaf: iizere Fourier, Laplace ve Mellin ddniigimleri arasinda
en geneli Fourier déniliglimidiir. Iste bu nedenle, integrasl doniiglimleri inceler-
ken Fourier dOniigiimlerinin sistematik yapisina ve uygulama alanlarina 8ncelik

verip caligmamizin temelini Fourier dbniiglimlerine ayirdik.



3, BBLUM

UYGULAMALAR
e™® ,» X<0
1. fi{x) = { B
o ax , ¥0

fonksiyonunun Fourier integral ifadesini bulunuz.
¢OzUM: 13.Teoremden, f(x) fonksiyonunun Fourier ddniisiim ¢iftlerini,
o . i
£(x) = -?:3‘— S Boye *ay
m Lt el

ve

)=/ fx)ei™ax

-0

biciminde yazabiliriz. Buna gbre, £(o) fonksiyonunu elde edelim. Bunun icin,

- (§] - (== T -1
) = [ ea}{e lOLXdX+ é e axe 10x%
—0

dx

y © g
==fo e(a 1a)xdx+ S e (a+1a)xdx

—-00 ]

bZ
dx+lim [ © e
b1—>-—-oo b b2—>oo 8]

0 " - v
e(a io)x (a+1ot)xdx

I
L andd
e
&
[,

vazilir, gerekli integraller alinirsa,

s . b
F() =lim 1 e(a-la)xlo olim (-1) e“(a+1a)x| 2

b1+~°0 (a—-ia) bl bz_’_m (at+ic) 0
olur. Gerekli islemler yap:ilarak sonucta,
- 1 1) 1 i . 2a . 2a .2 __
=" e T e 2T 37"z 7 4 B

a -1 a +H

elde edilir. Buldugumuz bu, f(a) fonksiyonu,
o .
£ = 5= [ Ewe ™
T
-
esitliginde yerine yazilirsa,

_ 1 2 2a iox
f(K) = E‘f-{mme do
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iox .
bulunur. Burada, e fonksiyonunun,

o . .
=] = COSUX+1sindx

bicimindeki trigonometrik egdeferi yazilirsa,

o0 [] .
a costx+1isindx
Flx)= =17 do

il
e a +o

) . oo .
SC sinox
= 2 COBOK 4o, 28 0 BIROE g
m 2 il 2
-0 a"+0 a 40
bulunur. sinox, o degigkeninin tek fonksiyonu oldufunden ikineci integralin de-
geri sifirdir. cosox ise o defiigkeninin ¢ift fonksiyonu oldugu igin,

o [+=] -
f CgSC‘ﬂ; do =7 [ cOs0x

do
~o g +0. 0 a2+a2

olur. B3ylece verilen fonksiyonun Fourier integrali,

2. 2

Lo o]
£(x) = gg_f COSOX
0 2%+

olur.
. . .. oU .

2. 0<x<L ve t>0 olmak iizere U=U(x,t) fonksiyonuna ait p tiirev fonk-
siyonu igin,

i. Fourier siniis dbniiglimiinii,

ii, Fourier kosiniis ddniigiimiinii bulunuz.

: . al .. . . e e e o
¢cozUM: i. Tanimdan, §§-turev fonksiyonunun Fourier sinlis dbniigimii, par-

cali integral alma ydntemi uygulanarak,

L L
S EH-sin EEE-dx=*U(x,t)sin nmx L on S B{x,t)cos X ax
o ox L L p Lo L
ar L nlx
= - o [ U{x,t)cos —— dx
L 5 L
U nr
Fs{ ox } *f'Fc{U}
biciminde bulunur,
ii,  Yine, tanimdan hareketle, %% tiirev fonksivonunun Fourier kosinlis

ddniiglimii de,
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L 3y nrx . amx & oam b . nmxg
é Y oS dx =U(x,t)cos “ff'lo T é U(x,t)sin - dx
~B(L, t ycos (nm)=U (0, t)+ % F_{v)
U , _ n¥ -
Fl—o—l=—= FS{U}"{U(O,t)-U(L,t)cos(nﬂ)}

seklinde bulunur. Dikkat edilirse bu sonuglar,
nw
o= = ve ao=ﬂU(O,t)vU(L,t)cos(nﬂ)

igin (2.40) ve (2.41) egitliklerinin r =1 deferine kargilik gelen &Szel halle-

ridir.

3%y

3. -§-fonksiyonunun,
9x

i. Fouriler sinilis, 11. Fourier kosiniis
déniiglimlerini bulunuz.

¢OzUM: 3. problemin sonuglarinda U yerine ki) alalim. Buna gbre,

ox
i 3%y am v
FS{ g“i-}==* ﬁﬁ-Fc{ pr 1
X
= “Lz v {0} B {0(0,£)~U(L, t)cos (am)}
ve
ii, 52U \_ am
F { 1T { } {U (o, t)-U (L,t)cos(nw)}
c L
ax
2.2
= Lz 'x(O,t)"UX(L,t)cos(nﬂ)}

elde edilir. Burada, Ux==-%g esitlifi kullanzlmistir.

4. 1. £(x) fonksiyonu (-L,L) aralifinda tek bir fonksiyon ise,

2 [+3]
f(x) = T El Fs(n)sin —_

ii. £{x) fonksiyonu (-L,L) araliginda ¢ift bir fonksiyon ise,

1 2 2

£(x) = £ F(O)+ T _ RUX

Z ¥ (n)cos —=
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oldufunu gbsteriniz,
¢OziM: 1. £(x) fonksiyonu (~L,L) araliZinda tek fonksiyon oldufundan onun
Fourier serisi gfsterimi,

2 . nix
f(X) —_-It“élbns in T

bigiminde olup

_ 2 L . nfx
bﬁ" i—é f(x}sin -

dx
ile tanimlidir. {te yandan,
L
F (n) =/ f{x)sin UL
s 0 L

olduu gbzénline alinirsa,

b =

ad R

Fs(n)

olur. Bdvlece,

. nx
oy Fs(msin =5~

oo

fx) =

sonucu elde edilir.

ii, f(x) fonksiyonu (-L,L) aralifinds ¢ift bir fonksiyon oldufun-—

da onun Fourier serisi gdsterimi,

a oo
fix) 5+ n§i a_cos -~
geklindedir. Burada 2 s
2 L nmx
a = é f{x)cos wi~vdx
egitligi ile bellidir. Diger taraftan ,
L nTx
¥ (n) =f f{x)cos - dx
c 0 L
oldufu gdzdnline alinirsa,
_ 2 1
a - E-Fc(n) ve a_= 3 FC(O)

olacaktir. Biylece,

1 2 2 nmx
£(x) = E-Fc(0)+ f'ﬁ£1 Fc(n)cos -

denklemini buluruz.
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5. 0<x<4 ve t>0 olmak iizere Fourier ddniiglimlerinden yararlanarak,

T(C,t) =0 , U(4,t) =0 , U(x.,0) —2x

bagslangie kogullari altinda,

denklemini g¢fzliniiz.
¢UzUn; Kismi tiirevlii diferensiyel denklemin her iki yaninin Fourier si-

niis dbnliglimii alinarak,

2
fé U _.  nmx fa E—g-sin nmx
A
0 5z

dx

elde edilir. V==FS{U} alinarak ve U(0,t) =0, U(4,t) =0 kosullaxr:r ile 4.prob~

lemden vararlanarak,

2

bulunur. Burada, V=V(n,t) bigimindedir. U(x,0) ==2x kosulunun Fourier siniis
diniisiimiinii alarak,

32(1-cosnw)

V(n,0) =FS{2x} = —

(3.2)

bulunur. (3.1) diferensiyel denklemini ¢¥zersek, c keyfi bir sabit olmak tizere,

2l L
V=¥{(n,t) =ce nT 16 (3.3)

buluruz., ¢ =V(n,0) olarak alinirsa, (3.2) ve (3.3) egitliklerinden,

_ 32(}~-cosnm) e*nzﬂz T%

nw

v

elde ederiz. Bbylece, Ters Fourier siniis dbnliglimi, 4.probleme gdre,

o - _ 2.2 “‘t_‘
U(x,t) = %ng;l 32(1-cosnm) fn‘;sm') e ™" 16
oo _ _ 22 t

- 16 5( 1 cosnt Ye now i€

T n=1 n

olur. Bu ise, verilen denklemin bir ¢@ziimiidiir.
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6. U0,t)=0, Ux,0)= { é ’ 2§§<1 ve U(x,t) sinirlidir kosullari
¥ Ll
altinda,
2
=33 . o, 20
ax

denklemini ¢&ziiniiz.
¢OzUM: Verilen kismi tiirevli dif. demklemin her iki yaninin Fourier siniis
dontigliminti alarak,

=] o 2

58 sinomdx = £ Y sinoxdx (3.4)
AT: 5 o
X

elde ederiz., Buna gdre,

oo
V=v(o,t) = f U(x,t)sinoxdx
0

olmak lizere (3.4) egitlifinin saf yanindaki integrale pargali integral alma y&n~

temini uygular ve x =+ jcin U+0 ve §2-+-0 oldugunu kabul edersek,

ax

av _

< L sinax—aUcosax}lm;az fm Usinoxdx
dt ax 0

Q

s QU(0, £~V (3.5)

bulunur. U(x,0) kogulu iginde Fourier sinlis doniistiminii alarak,

0

V{a,0) = [ U(x,0)sinoxdx
0O

1 -
= [ sinoxdz = l_E%EE (3.6)
0 o

buluruz. (3.5) denklemini (3.6) kosulu altinda gdzer ve U(0,t) =0 oldupunu gdz-

Oniinde bulundurursak,

1~-cosa "azt
V(o,t) = —=252 o

2
o

elde ederiz. BSylece, ters Fourier siniis déniiglinii alinarak,

2

2

w wan o,

Ulx,t) = %—é },EEEE_G %t inaxda
o

bigiminde istenen ¢Bziim bulunur.
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7. $imdiye kadar verdigimiz elementer diizeyede Srneklerin digina cikip Gzel
¢aligmalarda Fourier dbnliglimlerinin kullanimina bir &Simek olmak iizere, ispatinda
Fourier diniiglimleri kullanilan asafidaki teoremi ispatsiz olarak verelim, Teore-
min ispati igin 2] nolu caligmaya bakilabilir.

18.TEOREM: g(t,A)20 (ya da g(t,A)<0) olmak i#izere, g(t,\) fonksiyonu her
A gercgel parametresi icin teIR defiskenine gdre slirekli ve £(t,x) bir BCZIR2 bl
gesinde t ve x degiskenlerine gdre tikiz destekli bir ¢’ fonksiyon olsun. Eger,
A-+h° igin (AO sonlu ya da sonsuz olabilir) g(t,A) fonksiyonu bir g(t) fonksi-

yonuna IR {izerinde diizgiin yakinsarsa,

., au
T +ig(t,A) §§ﬂ=f(t,x}

denklemi (t,x)eB noktasinda verel c¢Bziilebilir ve l-+Ao igin U(t,x,A)»U(t,x)

limit fonksiyonuda bir ¢Bziimdiir [2].



YZET

Bu galismada, Fourier diniigiimlerinin sistematik yapisi, dzellikleri, uygu-
lama alanlari ve integral ddniiglimler igindeki konumu incelenmigtir. Bu amagla,
Fourier serileri ele alinarak ilgili teoremlerden bazilari ispatlariyla verildi.
Bilindigi tizere, Fourier serileri fonksiyonlari bir sonlu aralikta incelemek
icin kullanilir. Ancak, bir ¢ok fonksiyon tiim IR gergel dogrusunda tanimlandifi
igin IR lizerinde benzer bir teori geligtirilerek Fourier integralleri (ddntglim~
leri) tanimlanmigtar,

Caligmamizin dziinli olugturan,

1 .
o) =2m 2 S f(x)e ax
ve "
1l o« .
£$(x) =M T 5 Faye Tdo

bicimindeki Fourier déniigiimlerini saplikli gekilde inceleyebilmek icin Fourier
cekirdekleri incelenerek ilgili teoremleri ve Brmekleri verildi. Bir fonksiyo-
nun hangi kogullar altinda Fourier dfniigiimiine sahip oldufunu agiklayan Fourier
integral teoreminin ispati verilerek Fourier ddniigiim giftleri tegkil edildi.Bu
déniigtim ¢iftleri igin konvolilsyon teoremi ve uygulamalari verildi. Bundan bag~
ka, bir fonksiyonun tiirevlerinin Fourier ddniigiimleri arasindaki mevcut bafin~
t1lar elde edildi. Ayrica, Laplace ve Mellin ddnliglimleri ana hatlariyla tanati-
larak Fourier dmiisiimleri ile kargilastirildi ve Fourier dbniigiimlerinin bu dd-
niiglimlere nazaran genel bir d&niigiim oldufu gdriildii. Son olarak, Fourier ddnii-

siimlerinin matematik ve matematik fizikle ilgili Brnek problemleri ¢dziildi,



SUMMARY

In this study, the systematical structure, characterestic, application
fields and the place among the integral transforms of Fourier transforms are
examined. For this purpose. Fourier series are discussed and some of the related
theorems are given with their proofs, As it known, Fourier series are used to
examine the functions in a finite interval. But, because of many functions are
defined on real line IR, a similar theory is developed on TR and Fourier integ~
rals (transforms) are defined.

The principle of our work is the following Fourier transforms.

1 .
F(a) =(271) 2 f f(x)e ax ,
-0

1 o P
F(x) =(2m) 2 | F(x)e “"da

-

and Fourier kernel are studied to examine healthily these Fourier transforms
and some examples are given. The proof of Tourier integral theorem that exp-
laines in which conditions a function has a Fourier transform is given and the
pairs of Fourier transform are formed.

For these transforms, convolution theorem and its application are given.
Fourther more, the relations between the Fourier transforms of the derivatives
a function are obtained. In addition these, Laplace and Mellin transforms are
introduced and they are compared with Fourier transforms. Consequently, we
have seen that Fourier transforms are more genmeral than these transforms. At

the end related problems of Fourier transfoms are solved mathematic and mathema-

tical physies.



[5].:

[6].

[71.

(8].

19

[10].

KAYNAKLAR

CHURCHILL, R.V., Fourier series and Boundary value problems, MeOraw-Hill

Book company, New York, 1963.

. DAG, 1., Yerel goziilebilirlik fizerine bir teorem, ribitak, Ankara, 1980.

pali, 1., Baya# Diferensiyel denklemler, Atatiirk {iniversitesi Basimevi,
Frzurum, 1963.
MARSDEN, J.E., Elementary classical Analysis, V.H.Freeman and Company,

Gan Francisco, 1974.

SANSONE, G., Orthogonal Tupnctions, Interscience publishers, inc., New York,

1959.

SNEDDON, I.W., Tourier Transforms, Mc-Graw Hill Book company, Wew York,
1951.

SNEDDON, I.N., Elements of partial Differential equations, Mc~-Graw Hill
Book company, New York, 1957.

SPIEGEL, M.R., Laplace dbniigiimleri, Rensselaer polytechnic enstitiisil,
1965. (Geviri: CERIT, C., ve ERASLAN, S.., Efitim yayinlari,
Istanbul).

UYAR, B., Diferensiyel denklemler, Fouriexr serileri, Laplace transfor~
masyonlarz, 1.T.H., tstanbul, 1980.

Meydan Larousse (4.Cilt), Meydan Yayinevi, Istanbul, 1981,






